Dodatek F

Teoria optymalnego
stopowania

§F.1. Rozklad Dooba nadmartyngaléw

W tym paragrafie bedziemy rozpatrywaé¢ nadmartyngaly, podmartyngaly
i procesy prognozowalne wzgledem ustalonej filtracji (F,)5% .

Twierdzenie 1 (O rozkladzie Dooba). Kazdy nadmartyngal (U,)22,
ma jednoznaczne z dokladnoscig do réwnosci p.n. przedstawienie

Upn =M, — Am (1)
gdzie (M) jest martyngatem, (A,)5>, — niemalejacym procesem pro-
gnozowalnym, Ag = 0.

Dow6d. Najpierw zdefiniujemy proces (A4,). Niech Ag =0idlan > 1:

n—1
Ap =) Uk = EUrsr | Fi)l-

1

>
Il

Oczywiscie zmienna losowa A,, jest F,_i-mierzalna. Proces (A,) jest nie-
malejacy, bowiem wyrazy sumy po prawej stronie sa nieujemne, jako ze
(Uy) jest nadmartyngatem.

Teraz nie mamy juz wyboru — My = Uy i M,, = U,, + A,,. Jest oczywiste,
ze zmienna losowa M, jest F,-mierzalna, ponadto

Mn+1_Mn: n+l_Un+An+l_An: n+1_g(Un+1|]:n)7

i po wzieciu warunkowej wartoéci oczekiwanej obu stron widaé, ze (M)
jest martyngatem:

5(Mn+1_Mn“7:n):g(UnJrl_g(UnHlfn)an):0’ u

384
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Pozostala do wykazania jednoznacznosé. Niech (M), (A!) stanowia inna
pare proceséw spelniajacych warunki z tw. 1. Wtedy M,, — A,, = M/ — A/,
n>0,igdy X,, = M, — M/, to

Xp=M,—M =A,—A, n>0.

7 pierwszej réwnosci wynika, ze proces (X,,) jest martyngatem, z drugiej
— ze jest prognozowalny, co daje kolejno réwnosci ponizej:

Xn:g(Xn+1|f7n):Xn+1a n>0a

a poniewaz Xg = 0, to X,, = 0dlan = 1,2,..., czyli M,, = M/ oraz
A, =A. =

Niech teraz (U,)22, bedzie podmartyngalem. Z poprzedniego twierdzenia
zastosowanego do nadmartyngatu (—U, )32, otrzymujemy natychmiast

Whiosek 2. Kazdy podmartyngal (U, )22, ma dokladnie jedno przedsta-
wienie Uy, = M, + A,,, gdzie (M,,)52, jest martyngalem, zas (A,)S2, nie-
malejgeym ciggiem prognozowalnym, takim, ze Ay = 0.

Uwaga 3. Dowolny ciag (X,,) adaptowanych i catkowalnych zmiennych lo-
sowych mozna przedstawié¢ w postaci X,, = M,, + A,,, gdzie (M,,) jest mar-
tyngalem, za$ (A, ) — procesem prognozowalnym, niekoniecznie rosnacym.
Widaé to z dowodu tw. 1. Dopiero zalozenie, ze (X,,) jest nadmartyngatem
lub podmartyngalem, zapewnia monotoniczno$é procesu (4,,).

Uwaga 4. Proces (A,)32, jest niemalejacy, wiec ma granice w szerszym
sensie, czyli istnieje Ay, = lim, .o A,. Jest to na ogodl niewlasciwa zmienna
losowa, bowiem moze przyjmowaé warto$¢ oo.

Proces (A,)5%, nazywamy kompensatorem procesu (Up)S2, gdyz kom-
pensuje on (U,)5%, do martyngaltu.

Rozklad Dooba odgrywa szczegdlna role przy badaniu martyngaléw (X,)
catkowalnych z kwadratem (takich, ze £X2 < oo, n = 0,1,2,...). Wtedy
ciag (X?2) jest podmartyngalem i na mocy wniosku 2 ma rozktad Dooba:
X2 = M, + A,. Niemalejacy proces A oznaczamy przez (X) i nazywamy
potocznie nawiasem skosSnym martyngatu X. Wiele wlasnoéci martyngatu
(X,) da sie zbadaé za pomoca nawiasu skosnego (X), co zobaczymy na
kilku przykltadach.

Zaczniemy od najprostszych:
Stwierdzenie 5. Niech (X,,)%2, bedzie martyngatem. Wtedy

(a) Jesli dla pewnego p > 1 w rozkladzie Dooba | X,,|P = M,, + A, mamy
EA < 00, to cigg (X,,) jest zbieiny w LP.
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(b) (X,,) jest ograniczony w L? (czyli sup,, X2 < o) wtedy i tylko wtedy,
gdy E(X) oo < 00.

Dowéd. (a) wynika z tw. 11.5.6, bowiem
E\XnlP =EM, +EA, =EMy + EA,,
i dalej:
sup &1 X, [P =EMy +supEA, < EMy+ EA < 0.
(b). Koniecznosé: wynika z (a) dla p = 2. Dostatecznosé:

E(X)oo =supE(X), =sup€ (X2 — X§) < oco.

Otrzymamy teraz pewna pozyteczna reprezentacje nawiasu skosnego. Po-
niewaz (X,,) jest martyngalem, to dla k > {

E((Xk = X0)? | F1) = € (XF - 2Xu Xy + X7 | 1) =

=E(XP|R) —2XE (X | ) + X} =
=E(X;-X2|R) =
= &My +(X)p — M —(X)1| 1) =
=E((X)k — (X0 | F)-

Oznaczajac AXy = X — Xx_1 1 kladac I = k — 1 otrzymujemy stad
E((AXR)?| Frer) = (X)k — (X )1,
a to daje

(X)n =Y _E((AX;)?] Fja). (2)

Przykltad 6. Jesli &1, &, ... jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych,
gé-i 207 5612 < OO,?:: 1727"', Xn _£1+ +£na XO _0 ‘7:0 - {w Q}
Fn=0(&,...,&) dlan > 1, to ciag (X2, F,)3%, jest podmartyngatem i

n

(X)n =Y (| F) ZD%
j=1

zatem nawias skodny jest procesem deterministycznym (nielosowym). m

Wiadomo (tw. 7.3.2), Ze zbiezno$¢ szeregu Z;’;l D2¢; pociaga za soba
zbiezno$¢ p.n. szeregu 322 &;. Jesli ponadto [§] < O pn.dlai=1,2,...,
to zachodzi rowniez wynikanie odwrotne.

Ostatnia uwage mozna uogélnié¢ (patrz tw. 8). Przedtem udowodnimy
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Twierdzenie 7. Niech (X,,) bedzie nieujemnym podmartyngalem, Xo = 0,
i niech X, = M, + A,, bedzie jego rozkladem Dooba. Wiedy

{Aw < 00} C {(X,,) zbiezny p.n.} C {sup X,, < co}.

»Zbiezny p.n.” oznacza doktadniej ,zbiezny p.n. do granicy skonczonej”.
Taka umowe przyjmujemy tez dalej.

Dowéd. Prawa inkluzja jest oczywista, dowodzimy lewa. Niech ¢ > 0
i1, =inf{n > 1: A,,11 > a}. Jest to moment stopu (ktéry moze przyjmowaé
warto$é oo, bowiem inf ) = 00), co wynika z prognozowalnosci A.

Z twierdzenia Dooba 11.2.8 zastosowanego do martyngatu M (My =0) iz
definicji 7, wynika, ze

EXn/\Ta = gMn/\Ta + gAn/\Ta =0+ gAn/\Ta < SATQ < a.

Niech Y,* = Xpar,. Jest to na mocy twierdzenia Dooba (nieujemny) pod-
martyngal, ponadto sup,, £Y,¢ < a < oo, wiec na mocy twierdzenia o zbiez-
nosci podmartyngaléow (Y,%) jest zbiezny p.n. Dlatego

{Ax < a} = {7, = 00} C {(X,,) zbiezny p.n.},

poniewaz na zbiorze {7, = 0o} jest X,, = Xn0o = Y,2. Stad
{Aw < 0} = U{AOO <a} = U {71a = 0} C {(X,,) zbiezny p.n.},
a=1 a=1
co konczy dowod. m

Twierdzenie 8. Niech (X,,) bedzie martyngalem calkowalnym z kwadra-
tem. Wtedy
(@) {{X)oo < o0} C {(X,,) zbiezny p.n.}.

(b) Jesli ponadto (X,,) ma przyrosty wspdlnie ograniczone, tj. |AX,| < K
pn. dlan=1,2,..., to (X)o(w) < 00 p.n. na zbiorze

{(X,,) zbiezny p.n.}.

Dowéd. (a). Proces (X2) jest nieujemnym podmartyngatem, wigc z tw. 7
wynika, ze
{{X) oo < 00} C {(X?) zbiezny p.n.}.

Proces (X,,+1)? jest takze nieujemnym podmartyngatem i (X +1),, = (X),
(por. (2)). Dlatego

{{X) oo < 00} C {(X2) zbiezny p.n.} N {((X,, + 1)?) zbiezny p.n.} =
= {(X,,) zbiezny p.n.}.
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(b). Zdefiniujemy moment stopu 7. = inf{n: |X,,| > ¢}. Wtedy
& (x; (X)nny.) = 0.

nAve

Poniewaz
[ Xoel < [Xpeq [+ X0 = X2 | < e+ K,

to

5<X>n/\'yc = 5X72L/\’yc < (C+K)2- (3)

Gdyby teraz P({X)oo = 00,sup,, | X,| < 00) > 0, to istnialaby taka stala
¢>0, ze P(y.=00,{X)s = 00) > 0, a to stoi w sprzecznosci z (3). m

Whniosek 9. Jesli X,, =& +...+&,, &, >0, 88, <oco dlan=1,2,...,
a ponadto cigg (&) jest adaptowany do filtracji (F,), to

{ZE (&n| Fn-1) < oo} C {(X,,) zbiezny p.n.}.

D ow6d. Wystarczy zastosowaé tw. 7 do nieujemnego podmartyngatu (X,,)
i zauwazy¢, ze (patrz dowdd tw. 1):

An = E(kr1| Fi) m

Uwaga 10. Wniosek 9 jest warunkowa wersja pierwszej czesci lematu Bo-
rela-Cantelliego. Zeby to zobaczyé, wystarczy wziaé &, = 1p, , gdzie (B,,)
jest ciagiem zdarzen.

n?

§F.2. Zagadnienie optymalnego stopowania

Przedstawimy zagadnienie optymalnego stopowania w najprostszej sytu-
acji. W pewnej grze w kolejnych chwilach ¢ = 0,1,2,...,T wyplaca sie
kwote Z;, ktéra jest nieujemna wielkoscia losowa. Gracz moze w kazdej
chwili ¢ wycofaé si¢ z gry, inkasujac kwote Z;, moze tez odrzuci¢ te propo-
zycje i czekaé na lepszy kasek. Decyzje podejmuje na podstawie dotychcza-
sowego przebiegu gry.

Jaka strategie powinien przyjaé gracz, by zoptymalizowaé swoja wyplate?
Jesli przez (F;) oznaczymy o-cialo zdarzen, ktére mozemy zaobserwowaé
do chwili ¢, to clag (Fi)e<r jest filtracja, a proces (Z;)i<r jest adaptowany
do tej filtracji. Strategia, czyli moment wycofania si¢ z gry, jest zmienng
losowa 7, przy czym {7 = t} € F, bowiem zdarzenie to powinno zalezeé
tylko od obserwacji procesu (Z;) do chwili ¢t. Krétko méwiac, 7 powinna by¢
momentem stopu wzgledem filtracji (F;); odwrotnie, kazdy taki moment
stopu jest dajaca sie zrealizowaé strategia.
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Podsumowujac: Zy, Z1, Zo, . .., Zr jest ciagiem kolejnych wyplat w pewnej
grze, w chwilach 0, 1, 2,...T. Zakladamy, ze ciag (Z;):<r jest adaptowany
do pewnej filtracji (Fi)i<r, przy czym Fo = {0,Q}. Ponadto zakladamy,
e Zy>0dlat=0,1,2,...,T.

Sprecyzujemy jeszcze cel gracza: chce on wycofaé sie z gry w takiej chwili,
by jego $rednia wyplata byta jak najwieksza. Stad nastepujaca definicja.

Definicja 1. Moment stopu v nazywamy optymalnym dla ciggu (Z:)i<,
gdy

EZ,=sup€&Z,,
TEO
gdzie O jest zbiorem momentéw stopu o wartosciach w zbiorze {0,1,...,T}.

Naszym celem jest podanie regut pozwalajacych znajdowaé¢ momenty opty-
malne. Wprowadzimy pomocniczy proces — obwiednie Snella (U) ciagu
(Z¢)i<r, zdefiniowang w nastepujacy sposéb:

Ut = maX(Zt,E (Ut+1 | ft)), t < T— 1,
Ur=2p.

Z definicji widaé, ze Z; < Uy dla 0 < ¢ < T, czyli (Uy) dominuje (Zy).

Stwierdzenie 2. Obwiednia Snella (Uy) jest nadmartyngatem. Jest to nag-
mniejszy nadmartyngal dominujacy wyjsciowy cigg (Zt), czyli gdy (X:) jest
nadmartyngatem © Xy > Zy dla 0 < t < T, to réowniez X; > Uy dla
0<t<T.

Dow6d. Oczywiscie Uy > Z;, 0 < ¢t < T. Sprawdzimy, ze (U;) jest nad-
martyngatem. Istotnie, mamy

Ut—l = max(Zt_l,E (Ut | .7'-15_1)) > 5 (Ut | ft—l) .

Pozostaje wykazaé, ze (U;) jest najmniejszym nadmartyngatem dominuja-
cym (Z;). Niech zatem (I;) bedzie innym nadmartyngalem o tej wlasnosci.

Wtedy It > Zp = Urp, a gdy I; > U, to
Iy 2 E(I | Fior) 2 E(Ur| Fra),
wobec tego
Iy > max(Z;1,E (Us | Fio1)) = U1,
gdzie rowno$¢ wynika z definicji Uy_1.

Indukcja wsteczna pokazuje teraz, ze dla kazdego t € {1,...T} zachodzi
nieréwnosé I; > Uy, wiec (Uy) jest najmniejszym nadmartyngalem dominu-
jacym (Z¢). m
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Twierdzenie 3. vy = min{t > 0:U; = Z;} jest optymalnym momentem
stopu, czyli

Up=E2Z,, =sup€&Z..
TEO

Dowéd. Zdarzenie {vy > j} = {vg < j— 1} € F;_4, oraz

E (Lo (U7 = UL ) | Fioa) = € (Luoziy (U = EUj | Fj) | Fia) =
=102 ((U; —EUs | Fjo1) | Fj—1) =0,

tak wiec ciag o wyrazach

t
UP° = Uipwy = U+ > _ Liysjy (U = UY)
j=1

jest martyngatem. Poniewaz moment stopu vy < T, wigc
Uy =Uy° =EUPL =€V, =EZ,,.

Jedli teraz wezmiemy dowolny moment stopu v € ©, to ciag (U}) jest
nadmartyngatem i
Upy>8U,>EZ,. m

Whbrew pozorom, metode otrzymywania optymalnego momentu stopu za po-
mocg obwiedni Snella mozna postaraé¢ sie zrozumieé intuicyjnie. W tym celu
rozpatrzmy (kompletnie bezsensowng dla obu stron) gre, w ktérej wyplaty sa
nielosowe: zmienne losowe Z; sa stalymi z;. Wtedy obwiednia Snella jest naj-
mniejszym ciagiem nierosnacym (u:) dominujacym ciag (z:), a optymalny mo-
ment stopu z twierdzenia 3 jest takim (nielosowym) wskaznikiem v, dla ktérego
U = 2y = MAXtLT Zt-

Podamy teraz charakteryzacje momentéw optymalnych. Widaé z niej, ze 1
jest minimalnym momentem optymalnym.

Twierdzenie 4. Moment stopu v jest optymalny dla ciggu (Z;) wtedy
i tylko wtedy, gdy spelnione s¢ dwa warunki:

(Z) Z, =Uy,;

(#) cigg (U} )i jest martyngalem.

Dowdéd. = Jedli v jest optymalny, to £Z, = Uy, a poniewaz (U} )< jest
nadmartyngatem i U dominuje Z, to

EU, <Uy=¢EZ, < EU,,
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czyli EU, = £Z,,, co daje Z,, = U, (z dominacji wiemy juz, ze Z, < U,).
Udowodnilismy (7).

Zeby udowodnié¢ (ii), skorzystamy z tego, ze (U? )i<r jest nadmartyngalem.
Mamy kolejno

Uu/\t>5(UVAT|ft):6(UD|ft)a (1)

(‘:Uy = UO > SUV/\t > gUl/?

stad
SUV/\t = SUV = g (5 (Uy | ft)),

co razem z (1) daje Upnr = E (U, | Fy), wigce ciag (Upnt)icr jest martynga-
tem, co konczy dowédd (7).

< Z (i) i (i) mamy kolejno Uy = EU, = £Z,. Dla dowolnego momentu
stopu 7 € O ciag (U7), jest nadmartyngalem, wiec

Uy > EU, > E7Z,;
ostatnia nierownos$¢ wynika z tego, ze U dominuje Z. Zatem

EZ,=Uy=sup&Z,. m
TEO

Przyklad 5. Na pewien egzamin, do ktérego przystepuje n studentéw,
przygotowano n zestawéw pytan. Wchodzacy losuje jeden zestaw, ktory nie
jest juz wykorzystywany powtérnie. Pawel nauczyl sie odpowiedzi na k ze-
stawow 1 teraz obserwuje, ktore zestawy juz sie pojawily, by zdecydowad,
kiedy wej$¢ na egzamin. Jaka powinien wybraé strategie, by zmaksymali-
zowal Srednig szanse zdania egzaminu?

Zdarzeniami elementarnymi sa ciagi zero-jedynkowe w = (aq, ..., a,), gdzie
Yo ai =k, przy czym a; = 1, gdy Pawel zna odpowiedZ na i-te pytanie.
Zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopodobne. Niech X;(w) = ay,
i = 1,2,...n. Obserwujac egzamin do chwili [ Pawel zna X, Xs,..., X;
i na podstawie tej wiedzy decyduje, czy w nastepnej chwili ma sie¢ wycofaé
— czyli zakonczy¢ gre wchodzac na egzamin. Innymi stowy, chwila wyco-
fania sie jest momentem stopu wzgledem filtracji (F;), gdzie Fo = {0, Q},
.7:1' = O'(Xl,...,Xi), 1= 172,...7’7,.

Jesli przez Y, oznaczymy szanse zdania egzaminu przy wejsciu w chwili

l+1,1=0,1,...,n — 1, to zadanie Pawla sprowadzi si¢ do optymalnego
zastopowania ciagu Yy, Yy, ..., Y, 1. Jest oczywiste, ze Yy = k/n i
k- X,
Y, = # I=1,...n—1.

n—1
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Wyznaczymy obwiednie Snella (U;) ciagu (Y;). Jak zwykle, U,,—1 = Y;,—1,
Un—o =max(Y,_2,E (Y,—1| Fn-2)). Zachodzi réwnos¢:

kE—(X1+...+ X0
5(Yn1|~7'—n2):5< ( 1 1 ‘an 2>:
n—(n—l

=k—(X1+4+...+Xpn2)—E(Xn1| Fn2).

Zeby wyznaczyé ostatnie wyrazenie, obliczymy (nieco ogdlniej) € (X1 | Fi)
dlal=0,1,...n—1. Poniewaz o-cialo F; jest skoficzone, zatem generowane
przez atomy, dlaw € {X; = ay,...,X; = a;} = A, oznaczajac j = 22:1 a;,
mamy

E (X | F) ( /l&ﬂdp puwleu)

n—(l1+1 3
_(k—((j+1§)_k_]_k_(X1+o~«+Xl)_m
= Ty = =1
(kij) n—1 n—1
Stad
E—(Xi+...+X,_
EYn1| Fa2) =k—(X1+...+ X5 2) — (X . 2)=Yn—2-

2
W takim razie U,_o =Y, _o.

Mozna podejrzewaé, ze ciag (Y;) jest martyngalem i w konsekwencji U; = Y;
dla¢=0,...,n. Istotnie,

E—(Xi+...+X
5(Yz+1|fz)=5( S =

_k—(Xl—‘r...—‘er)_ 1 v —
B n—(+1) n—(l+1) L

:m<njuin_n—é+n):”

7 twierdzenia Dooba wynika wiec, ze dla kazdego momentu stopu 7 jest

A
n

zatem kazda regula stopu jest jednakowo dobra. m

§F.3. Opcje amerykanskie

Rozwazmy rynek finansowy opisany w §11.8. Istnieja na nim takze opcje
typu amerykanskiego, czyli takie, ktére mozna realizowa¢ w dowolnej chwili
t € {0,1,...,T}. Oznaczmy przez Z; zysk z realizacji opcji w chwili ¢.
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Wtedy mozemy utozsamié¢ opcje z ciagiem (Z; )< nieujemnych zmiennych
losowych, adaptowanym do filtracji (F;)i<r. Przykladami moga byé¢ ame-
rykanskie opcje kupna (sprzedazy) z cena wykonania K na akcje o cenie
opisanej przez proces S: Z; = (S; — K)T (odp. Z; = (K — S;)™).

Podamy sposéb wyceny takiej opcji. Ograniczymy sie do opisanego w §11.8
modelu Coxa—Rossa—Rubinsteina (CRR), choé¢ idea przenosi sie na przypa-
dek ogélny.

Przedtem kilka stéw o tym, ile powinna w chwili ¢ kosztowaé wyplata X,
ktora nastapi w momencie 7. W tw. 11.8.2 wykazaliSmy, ze wyplata X
jest replikowana za pomoca jednoznacznie okreslonego portfela, i gdy V;
jest procesem wartosci tego portfela, to W, = V;/B, jest martyngalem
wzgledem miary P (zwanej miara martyngalowa), a Wy = Vj jest cena
w chwili 0 za wyptate X w chwili T. Zatem wyplata X jest w chwili ¢ warta

X
:B —_—
Vi t5<BT 7'}),
bowiem
Vi B B Vr B X
B, e =£( Tl]:t)g(BT ft>5(BT ]:t>'

Wracamy teraz do kwestii wyceny opcji amerykanskich. W chwili T' jej
wartoscia jest Upr = Zp. W chwili T — 1 wystawca opcji musi mie¢ tyle, by
zabezpieczy¢ wyplate Zr_; w momencie T — 1 lub Zp w momencie T'. Ta
ostatnia wyplata jest w chwili T'— 1 warta

Zr
BT_lg <BT fT_l) .

Tyle trzeba mieé, by zabezpieczyé¢ wyplate Zr w chwili T'. Dlatego cena
opcji amerykanskiej w chwili T'— 1 jest rowna
le)) .

Ceng opcji dla t =1,2,...,T definiujemy indukcyjnie wzorem

Dzielac obie strony przez B:_; i oznaczajac U = U/Byi, Z = Z;/B;
otrzymujemy:

V4
Ur—1 = max (ZTl,BT15 (—T
Br

U,
Ui—1 = max (Zt—h By 1 & <—t
B,

Uiy =max(Z;—1,E (U | Fe-1)), t<T;
Ur =Z7.
Okazalo sie, ze ciag zdyskontowanych cen opcji amerykanskich (U}") jest
obwiednia Snella ciagu Z; zdyskontowanych wyplat, czyli (Uy) jest naj-
mniejszym nadmartyngalem dominujacym (Z;). Wobec tego otrzymujemy
jako wniosek z wynikow § E.2

Bt = (1+’f‘)t
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Twierdzenie 1. Cena opcji amerykanskiej w chwili 0 jest réwna

Up=U; =supZ7,
TEO

a ponadto Uy = £Z,,, gdzie v =min{t: Uy = Z;}.

Jak wystawca opcji powinien zabezpieczyé wyplate? Poniewaz U*
jest nadmartyngatem, to ma rozktad Dooba Uy = M; — A;. Istnieje taki
portfel ®, ze Vi = Vp(®) = BrMyr (tw. 11.8.2). Z kolei ciag o wyrazach
W, = V;/By jest martyngalem, wiec

Wt:(g(WT|]:t):g<MT|]:t):Mt

Zatem Ut* = Wt - At, tzn. Ut = ‘/; - AtBt.

Dlatego wystawca opcji moze zabezpieczy¢ sie w sposob doskonaly: gdy
otrzyma zaplate Uy = Vp(®), to za pomoca portfela ® generuje bogactwo
Vi = Vi(®), ktére w chwili ¢ jest nie mniejsze niz U, zatem nie mniejsze
niz Zt.

Kiedy zrealizowaé opcje?

A. 7 punktu widzenia nabywcy nie ma sensu realizacja w chwili ¢, jesli
U; > Z;, bo za walor wart U; otrzymamy tylko Z;; lepiej wtedy sprzedaé
opcje za U na rynku. Optymalny moment realizacji 7 spelnia réwnanie
U, = Z, (poniewaz U; > Z; i Ur = Zr), wiec U} = Z*.

Nie ma tez sensu realizacja opcji po chwili
v =min{j: Aj;1 # 0},

bowiem sprzedaz w chwili v daje U, = V,,(®) i gdy od tej chwili korzystamy
z portfela ®, to mamy wiecej niz wartos¢ opcji w chwilach v + 1, ..., T,
jako ze Uy = Vi (®) — AyBy i Ay >0dlat > v.

Zatem T < v, co pozwala stwierdzi¢, ze U*T jest martyngatem:

*
UT/\n

= M‘r/\n - AT/\n = MT/\n7

poniewaz 7 An < v i w efekcie Arp, = 0.

Podsumowujac, najlepszy moment realizacji opcji jest optymalnym momen-
tem stopu dla ciagu zdyskontowanych wyplat (Z;), bowiem spelnione sa
warunki (¢) i (i4) twierdzenia F.2.4.

B. Z punktu widzenia wystawcy opcji: wystawca korzysta z portfela @, a jesli
nabywca opcji zrealizuje ja w momencie 7 innym niz optymalny, to U* > Z*
lub A; > 0 (jedli Ar =0, to (Uf,;) jest martyngatem; jesli ponadto U} =
Z*, to T jest momentem optymalnym). Zatem w innym, nieoptymalnym
momencie 7 wystawca opcji ma dodatni zysk

Vo (®)— Z, = (U; + A, B,) — Z = B,(U? — Z*) + A, B, > 0,
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bo sktadniki sumy po prawej stronie sa nieujemne, i przynajmniej jeden
z nich jest dodatni.

Stwierdzenie 2. Niech (C;) bedzie procesem wartosci opcji amerykariskiej
opisanej przez cigg adaptowany (Zy)i<r, o (¢;) — opcji europejskiej, zdefi-
niowanej przez zmienng losowg h = Zp. Wiedy Cy > c;.

Ponadto, jesli ¢y > Z; dla kazdego t € {0,1,...,T}, to ¢ = Cy dla kazdego
te{0,1,...,T}.

Uwaga 3. Nieréwnosci C; > c¢; nalezalo sie spodziewaé¢, bowiem opcje
amerykanskie daja posiadaczowi wiecej praw niz europejskie.

Dowéd. Poniewaz C} jest nadmartyngalem wzgledem miary martyngato-
Wej PiCT:ZT:CT, to

Cr>2&E(Cr| ) =E(er| Fr) = ¢

Udowodnilidémy pierwsza cze$¢ stwierdzenia. Jesli teraz ¢; > Z, dla kazdego
t, to ¢f > Z;, a poniewaz (cj) jest martyngatem, wiec tym bardziej nad-
martyngatem, to C} < ¢f, bowiem C} jest najmniejszym nadmartyngatem
dominujacym (Z;). Stad wynika réwnosé¢ Cy =¢f. m

Przykltad 4. Ceny opcji kupna europejskiej i amerykanskiej sa rowne.
Przypomnijmy, ze By = (1+7)!, Z; = (S; — K)T. Oznaczmy przez ¢; i odp.
C} ceny europejskiej i odp. amerykanskiej opcji kupna z terminem 7' i cena
wykonania K. Wtedy
1 N zt >z
= —=E((S7— K Fi) >
Ct 1+n)T ((Sr W F) =

>E (S —K1+r)T|F) =5 —K(1+r)".
Ostatnia réwno$é¢ wynika z faktu, ze (S}) jest martyngatem. Stad
Ct > St —K(1+T)_T+t > St - K.

Poniewaz ¢; > 0, mamy ¢; > (S; — K)* = Z; i ze stw. 1 wynika, ze
Ct = Ct. ]

W innych przypadkach (np. opcji sprzedazy, opcji kupna na aktywa przy-
noszace dywidendy) réwnosé nie zachodzi.



